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Abstract
This article presents a new model for demographic simulation which can be used to forecast and
estimate the number of people in pension funds (contributors and retirees) as well as workers in a public
institution. Furthermore, the model introduces opportunities to quantify the financial flows coming
from future populations such as salaries, contributions, salary supplements, employer contribution to
savings/pensions, among others. The implementation of this probabilistic model will be of great value in
the actuarial toolbox, increasing the reliability of the estimations as well as allowing deeper demographic
and financial analysis given the reach of the model. We introduce the mathematical model, its first
moments, and how to adjust the required probabilities, showing at the end an example where the model
was applied to a public institution with real data.
Keywords – Markov Chains, Demographic Simulation, Financial Engineering
Resumen
En este art´ıculo se presenta un nuevo modelo de generacio´n poblacional que puede ser utilizado para
proyectar tanto personas en fondos de pensiones (tanto cotizantes como jubilados) como trabajadores en
instituciones pu´blicas. Aunado a esto, el modelo presenta oportunidades para cuantificar los flujos deri-
vados de estas poblaciones futuras, tales como gastos en salarios, cotizaciones, pluses salariales, aportes
patronales a ahorros/pensiones, entre otros. Claramente la implementacio´n de este modelo probabil´ıstico
sera´ de gran utilidad dentro de la caja de herramientas actuariales, aumentando la confiabilidad de las
proyecciones, as´ı como permitiendo ana´lisis ma´s profundos por cuanto el desgloce poblacional y financiero
del modelo es extenso. Aqu´ı presentamos el modelo matema´tico, sus primeros momentos, y el ajuste de
las probabilidades que lo alimenta, finalizando con un ejemplo de aplicacio´n a una institucio´n pu´blica
con datos reales.
Palabras Clave – Cadenas de Markov, Generacio´n Demogra´fica, Matema´tica Financiera
1 Introduccio´n
A menudo en el mundo actuarial, se presenta la imperiosa necesidad de contar con proyecciones poblacionales.
Para reg´ımenes de pensiones del tipo “Pay-As-You-Go”, es necesario pronosticar el nu´mero de cotizantes que
alimenten los ingresos del fondo, as´ı como la cantidad de pensionados (quienes representan los gastos). Del
mismo modo, en una institucio´n pu´blica, es de gran relevancia conocer la dina´mica de la movilida laboral,
analizando el crecimiento/decrecimiento de trabajadores en ciertos puestos, salidas por jubilaciones y relevos
generacionales, al tiempo que se cuantifican los gastos derivados de estos trabajadores y sus pluses salariales.
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El siguiente modelo se sustenta en considerar una tripleta markoviana, es decir, un vector en el espacio
de estados E ⊂ R3, tal que para todo conjunto {wi / i = 1, . . . , n} ⊂ E se debe cumplir
P [W n = wn | W 1 = w1, . . . ,W n−1 = wn−1] = P [W n = wn | W n−1 = wn−1] .
Se descompone el espacio E en tres componentes importantes para la modelacio´n: un espacio de “Categor´ıa”,
uno de “Edad” y otro de “Antigu¨edad”. La idea detra´s del mismo consiste en considerar que esta tripleta
determina el comportamiento del individuo, y los estados a los que “salta”.
Por ejemplo, considere la situacio´n de modelar el comportamiento de una universidad, espec´ıficamente
para la categor´ıa acade´mica de catedra´tico. Personas en esta categor´ıa pueden tener distintas edades, donde
claramente un catedra´tico con 35 an˜os va a acceder a pluses salariales distintos que a los que accede un
catedra´tico de 50 an˜os, el cual puede ser incluso Rector de la universidad. Au´n ma´s, suponiendo que estamos
observando a un catedra´tico de 35 an˜os, existen distintas formas que esto suceda. Por ejemplo, el trabajador
podr´ıa haber logrado el estatus de catedra´tico en otra entidad y llevar solo un an˜o trabajando en esta
universidad, o podr´ıa llevar 15 an˜os “asociado” a esta institucio´n. Se esperar´ıa que el primero presente
un comportamiento muy distinto al segundo, el cual ha construido una carrera profesional dentro de la
institucio´n y le ser´ıa ma´s dif´ıcil salirse.
El art´ıculo esta´ dividido de la siguiente manera: en la segunda seccio´n se presentan unos resultados ba´sicos
de cadenas de Markov que sera´n de utilidad en las siguientes partes. A lo largo de la tercera seccio´n se
presenta la definicio´n probabil´ıstica del modelo, sus estados y sus propiedades, presentando resultados sobre
poblaciones esperadas y co´mo calcularlas. Para la cuarta seccio´n se tratara´ el tema del ajuste estad´ıstico del
modelo, apalancandose en datos mensuales para computar los estimadores de las probabilidades de transicio´n,
de ingreso al sistema, y de la distribucio´n inicial. La quinta seccio´n se concentra en presentar un algoritmo
eficiente de generacio´n poblacional, utilizando el hecho de que se puede considerar cada grupo poblacional
como una realizacio´n de una multinomial con para´metros determinados por el modelo. Finalmente, en la
sexta seccio´n se presentara´ la implementacio´n del modelo con datos reales, y se mostrara´ el nivel de ajuste
al contrastarlo con datos observados, utilizando el conocido me´todo del “backtesting”.
2 Preliminares
Antes de iniciar con la presentacio´n del modelo de generacio´n poblacional, es necesario establecer unos
resultados conocidos1, que sera´n herramientas u´tiles para efectuar los ca´lculos necesarios del modelo.
Lema 1. Si Di son disjuntos y P[C | Di] = p, independientemente de i, entonces P[C | ∪i Di] = p.
Demostracio´n.
P[C | ∪i Di] = P [C ∩ ∪iDi]P[∪iDi] =
∑
i P[C ∩Di]
P[∪kDk] =
1
P[∪kDk]
∑
i
= p︷ ︸︸ ︷
P[C | Di]P[Di] = p 1P[∪kDk]
= P[∪iDi]︷ ︸︸ ︷∑
i
P[Di] = p.
Lema 2. Si Ci son disjuntos, entonces P[∪iCi | D] =
∑
i P[Ci | D].
Demostracio´n. Por aditividad contable de P se tiene que
P[∪iCi | D] = P[(∪iCi) ∩D]P[D] =
P[∪i(Ci ∩D)]
P[D]
=
∑
i
P[Ci ∩D]
P[D]
=
∑
i
P[Ci | D].
1Ver [3] para adentrarse ma´s en el tema.
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Lema 3. Si Ei son disjuntos y ∪iEi = Ω, entonces P[C | D] =
∑
i P[Ei | D]P[C | Ei ∩D].
Demostracio´n. Note que
P[Ei | D]P[C | Ei ∩D] = P[Ei ∩D]P[D] ·
P[C ∩ Ei ∩D]
P[Ei ∩D] = P[C ∩ Ei | D].
Como los C ∩ Ei son disjuntos, entonces por el Lema 2,∑
i
P[Ei | D]P[C | Ei ∩D] =
∑
i
P[C ∩ Ei | D] = P[∪i(C ∩ Ei) | D] = P[C ∩ (∪iEi) | D] = P[C | D].
3 Modelo Probabil´ıstico
En las siguientes secciones se definira´n los estados que componen al espacio E , se efectuara´n los ca´lculos sobre
la cadena una vez implementados ciertos supuestos, y se concluira´ con el ajuste estad´ıstico de los para´me-
tros del modelo. Adema´s, se creara´n particiones en N−tuplas de cada tripleta, agregando caracter´ısticas
poblacionales importantes dentro de la modelacio´n.
3.1 Definicio´n de los Estados
Se considera un espacio de estados E = C × E × A, compuesto por un espacio de “Categor´ıa” C, uno de
“Edad” E y otro de “Antigu¨edad” A, con estados determinados por la forma (c, e, a) ∈ C ×E ×A, siendo c
la categor´ıa a la que pertenece, e la edad que posee, y a la antigu¨edad que tiene asignada.
• Categor´ıa: Asumimos que existen NC+1 categor´ıas, es decir, C =
{
C(0), C(1), . . . , C(NC)
}
. Aqu´ı cada
C(i) representa algu´n tipo de indicador sobre el estatus del individuo, tales como categor´ıa salarial en
caso de trabajador pu´blico, o tipo de sector y ge´nero (hombre/mujer - independiente/pu´blico/privado).
Por otra parte, C(0) es la categor´ıa que representa estar “fuera” del sistema, es decir, son las personas
que no pertenecen a la organizacin, y que no le estn generando ningn tipo de gastos o ingresos (directa-
mente), pero que con probabilidad positiva pueden llegar a hacerlo en los siguientes aos. No se asume
ninguna estructura sobre estos, nicamente se busca la probabilidad de que entren a cada categora. Por
ejemplo, en una institucio´n pu´blica se considerar´ıa como “no estar contratado” por dicha entidad, o
como personas no cotizantes si fuera un fondo de pensiones.
• Edad: Se toman edades enteras (aunque se pueden desagregar ma´s) como un rango E = [El, Eu)∩Z,
donde El es la edad ma´s pequen˜a (posiblemente negativa) y Eu la edad ma´xima. Se consideran NE + 1
grupos de edad, es decir, E =
⋃NE
i=0E
(i). La idea es buscar grupos de edad que presenten similares
comportamientos de transicio´n entre categor´ıas. El grupo de edad E(0) representa las edades “de
reserva”, es decir, aquellas personas que con el paso de los an˜os vendra´n a alimentar el modelo. Por
ejemplo, si estamos en una institucio´n pu´blica, la cual contrata solamente a personas mayores de 18
an˜os, y si se va a proyectar la poblacio´n por 25 an˜os, entonces este grupo de reserva ser´ıa
E(0) = [−7, 18) ∩ Z.
• Antigu¨edad: Del mismo modo, se consideran solamente antigu¨edades enteras A = [0, Au) ∩ Z, las
cuales representan los an˜os de “ligamen” del individuo con el “sistema”.2 Tomamos NA grupos de
antigu¨edades, con A =
⋃NA
i=1A
(i). En un fondo de pensiones, los grupos de antigu¨edades ser´ıan “pa-
quetes” de an˜os cotizados, indicando su proximidad/lejan´ıa con el estado de la categor´ıa“pensio´n”.
Por ejemplo, A(1) podr´ıa estar compuesto por las personas que tienen entre 1 a 10 an˜os de cotizar. En
una institucio´n pu´blica, se podr´ıa tomar a las antigu¨edades como an˜os laborados en dicha institucio´n,
indicando la “carrera” profesional que la persona haya construido en dicha entidad.
2Se puede desagregar ms, pero no se consideran antigu¨edades as en este art´ıculo debido a que se complica mucho la notacin
(ya suficientemente compleja).
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Sea Si la i−e´sima caracter´ıstica, con Si :=
{
S
(1)
i , S
(2)
i , . . . , S
(Ni)
i
}
, donde S
(j)
i es el j−e´simo estado de la
i−e´sima caracter´ıstica. Tomamos el vector S = (S1, S2, . . . , SNS ) de dichas caracter´ısticas, el cual representa
aquellos factores que inciden en los ca´lculos, financieros o demogra´ficos, de la poblacio´n a la cual se le esta´
aplicando el modelo. Se denota por IC
(r),E(i),A(k)
n
(
Sj11 , . . . , S
jNS
NS
)
al nu´mero de personas que en el an˜o n
poseen una tripleta (c, e, a) ∈ {C(r)}× E(i) ×A(k) ⊂ E , y NS−tupla de caracter´ısticas (Sj11 , . . . , SjNSNS ).
Ejemplo: Tomemos el caso de un profesor de la Universidad de Costa Rica, para el cual se tienen los rubros
salariales usuales, (se incluyen los montos de las garant´ıas sociales). El ca´lculo del salario de cada uno de los
grupos de la poblacio´n se har´ıa de acuerdo a los valores de Sjii , correspondientes a los siguientes componentes:
Sj1i Descripcio´n Monto
Sj11 = Salario Base Docente 644 831
Sj22 = Porcentaje Categor´ıa Acade´mica 354 657
Sj33 = Anualidad 776 190
Sj44 = Escalafo´n Docente 119 939
Sj55 = Fondo Consolidado 18 854
Sj66 = Pasos Acade´micos 59 970
Sj77 = Reconocimiento por Eleccio´n 279 857
Sj88 = Magisterio 176 822
Sj99 = Seguro de Enfermedad y Maternidad 225 600
Sj1010 = Banco Popular 12 195
Sj1111 = Fondo de Capitalizacio´n Laboral 73 168
Sj1212 = Fondo de Pensio´n Complementaria 36 584
Sj1313 = Aguinaldo 203 235
Sj1414 = Salario Escolar 184 627
Sj1515 = JAFAP 60 973
TOTAL GASTADO 3 227 500
Cuadro 1: Caracter´ısticas Salariales
Como se observa de los datos, el costo total para la Universidad por este profesor es de 3.227.500 colones.
Asuma ahora que para n = 2,
IC
(r),E(i),A(k)
2
(
Sj11 , . . . , S
j15
15
)
= 30,
es decir, que dentro de 2 an˜os habr´ıan 30 individuos en la categor´ıa C(r), con rango de edad E(i), rango de
antigu¨edad A(k), y con las caracter´ısticas salariales del Cuadro 1. Entonces, el gasto total para la Universidad
por este grupo de personas sera´ de 96.824.998 colones. Repitiendo este proceso con todas las categor´ıas, rangos
de edad y de antigu¨edad, y todas las caracter´ısticas salariales, se logra obtener el monto total gastado en
todos los empleados de la Universidad de Costa Rica.3
3.2 Cadena de Markov
Considere, (Xn, Yn, Zn) la tripleta aleatoria de la cadena, donde Xn, Yn y Zn representan el estado “Cate-
gor´ıa”, “Edad” y “Antigu¨edad”, respectivamente, en el n−e´simo an˜o. Se asume que se cumple la propiedad
de Markov, es decir, para (ck, ek, ak) ∈ C × E ×A, k = 0, . . . , n,
P
[
(Xn, Yn, Zn) = (cn, en, an)
∣∣ (Xn−1, Yn−1, Zn−1) = (cn−1, en−1, an−1) , . . . , (X0, Y0, Z0) = (c0, e0, a0)]
= P
[
(Xn, Yn, Zn) = (cn, en, an)
∣∣ (Xn−1, Yn−1, Zn−1) = (cn−1, en−1, an−1)].
3El salario base se deber´ıa incrementar (semestralmente) de acuerdo con la inflacio´n estimada, para cada an˜o de proyeccio´n.
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Como se asume que la cadena es homoge´nea, se tiene que
P
[
(Xn, Yn, Zn) = (cn, en, an)
∣∣ (Xn−1, Yn−1, Zn−1) = (cn−1, en−1, an−1)]
= P
[
(X1, Y1, Z1) = (c1, e1, a1)
∣∣ (X0, Y0, Z0) = (c0, e0, a0)],
para todo n. Se nota adema´s que
P
[
(X1, Y1, Z1) = (c1, e1, a1)
∣∣ (X0, Y0, Z0) = (c0, e0, a0)]
= P
[
X1 = c1 | Y1 = e1, Z1 = a1, X0 = c0, Y0 = e0, Z0 = a0
]
× P[Z1 = a1 | Y1 = e1, X0 = c0, Y0 = e0, Z0 = a0]
× P[Y1 = e1 | X0 = c0, Y0 = e0, Z0 = a0]
Observaciones, hipo´tesis y ca´lculos:
• Asumimos que el incremento de la antigu¨edad es homoge´nea (identicamente distribuida); eso es, existe
una variable aleatoria ξ con valores en {0, 1} (que simboliza el haber pertenecido al sistema (“trabajado-
cotizado”) durante un an˜o o no haber estado en el sistema en dicho an˜o), tal que Z1 − Z0 d= ξ, para
todo n.
P
[
X1 = c1 | Y1 = e1, Z1 = a1, X0 = c0, Y0 = e0, Z0 = a0
]
= P
[
X1 = c1 | Y1 = e1, ξ = a1 − a0, X0 = c0, Y0 = e0, Z0 = a0
]
y
P
[
Z1 = a1 | Y1 = e1, X0 = c0,Y0 = e0, Z0 = a0
]
= P
[
ξ = a1 − a0 | Y1 = e1, X0 = c0, Y0 = e0, Z0 = a0
]
• Se asume que los aumentos de edad suceden en enero de cada an˜o. No´tese que si e1 6= e0 + 1, entonces
{Y1 = e1} ∩ {Y0 = e0} = ∅. Como P
[
Y1 = e1 | X0 = c0, Y0 = e0, Z0 = a0
]
= 0, en este caso no
importar´ıa si no se condiciona por {Y1 = e1}. Igualmente, {Y1 = e1} ∩ {Y0 = e0} = {Y0 = e0} si
e1 = e0 + 1. Y en el segundo caso, condicionar por {Y1 = e1} ∩ {Y0 = e0} es lo mismo que condicionar
solamente por {Y0 = e0}. En conclusio´n, se tiene que
P
[
X1 = c1 | Y1 = e1, ξ = a1 − a0, X0 = c0, Y0 = e0, Z0 = a0
]
= P
[
X1 = c1 | ξ = a1 − a0, X0 = c0, Y0 = e0, Z0 = a0
]
,
y
P
[
ξ = a1 − a0 | Y1 = e1, X0 = c0, Y0 = e0, Z0 = a0
]
= P
[
ξ = a1 − a0 | X0 = c0, Y0 = e0, Z0 = a0
]
,
siempre y cuando se multiplique el factor P
[
Y1 = e1 | X0 = c0, Y0 = e0, Z0 = a0
]
. Au´n ma´s,
P
[
Y1 = e1 | X0 = c0, Y0 = e0, Z0 = a0
]
=
{
1 si e1 = e0 + 1
0 si e1 6= e0 + 1
.
• Note que la probabilidad de estar en la categor´ıa c1 6= C(0) dado que no aumento´ su antigu¨edad (ξ = 0)
es 0 (no puede cambiar de categor´ıa dentro del sistema si no esta´ en el sistema). Del mismo modo, la
probabilidad de irse a la categor´ıa C(0) si no permanece en el sistema es 1. Inversamente, si entra al
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sistema (ξ = 1), entonces la probabilidad de pasar por la categor´ıa C(0) ser´ıa 0, y solo podr´ıa pasar
por a las otras categor´ıas {C(1), . . . , C(NC)}.4 De este modo tenemos,
P
[
X1 = c1 | ξ = a1 − a0, X0 = c0,Y0 = e0, Z0 = a0
]
=

P
[
X1 = c1 | X0 = c0, Y0 = e0, Z0 = a0
]
si ξ = 1 y c1 6= C(0),
0 si ξ = 1 y c1 = C
(0)
1 si ξ = 0 y c1 = C
(0)
0 si ξ = 0 y c1 6= C(0)
• Se asume que la probabilidad de pasar de la categor´ıa c0 a la categor´ıa c1, dado que fue contratado
o no (ξ), a0 ∈ A0 ∈
{
A(1), A(2), A(3), A(4)
}
, y e0 ∈ E0 ∈
{
E(0), E(1), E(2), E(3), E(4)
}
, es la misma.
Es decir, que la probabilidad de cambiar de categor´ıa solo se ve afectada cuando se pasa de grupos
de edad y antigu¨edad. De la misma manera, P
[
ξ = · | X0 = c0, Y0 = e0, Z0 = a0
]
no cambia para
todo a0 ∈ A0 ∈
{
A(1), A(2), A(3), A(4)
}
, y e0 ∈ E0 ∈
{
E(0), E(1), E(2), E(3), E(4)
}
. Por el Lema 1, se
concluye que
P
[
X1 = c1 | ξ = a1−a0, X0 = c0, Y0 = e0, Z0 = a0
]
= P [X1 = c1 | ξ = a1 − a0, X0 = c0, Y0 ∈ E0, Z0 ∈ A0 ] .
y
P
[
ξ = a1 − a0 | X0 = c0, Y0 = e0, Z0 = a0
]
= P [ξ = a1 − a0 | X0 = c0, Y0 ∈ E0, Z0 ∈ A0 ]
Denote
PE0,A0
(
c0, c1
)
:= P [X1 = c1 | X0 = c0, Y0 ∈ E0, Z0 ∈ A0 ] ,
la probabilidad de transicio´n entre las categor´ıas {C(1), . . . , C(NC)}, dado los grupos de edad E0 y de
antigu¨edad A0. Igualmente, denote
QE0,A0,c0(·) := P [ξ = · | X0 = c0, Y0 ∈ E0, Z0 ∈ A0 ] ,
la probabilidad de que una persona en el grupo de edad E0, con antigu¨edad en el rango A0, dentro de la
categor´ıa c0, sea inclu´ıdo o no al sistema en el an˜o siguiente. No´tese que Q
E0,A0,c0(r) = 0 para todo r /∈ {0, 1}.
Tomando en cuenta todo lo anterior, se concluye que si e0 ∈ E0 y a0 ∈ A0, entonces
P
[
(X1, Y1, Z1) = (c1, e1, a1)
∣∣ (X0, Y0, Z0) = (c0, e0, a0)]
=

PE0,A0
(
c0, c1
) ·QE0,A0,c0(1) · 1{e1=e0+1} si a1 − a0 = 1 y c1 6= C(0),
0 si a1 − a0 = 1 y c1 = C(0)
QE0,A0,c0(0) · 1{e1=e0+1} si a1 − a0 = 0 y c1 = C(0)
0 si a1 − a0 = 0 y c1 6= C(0),
(1)
3.2.1 Transiciones Mensuales
Aqu´ı se esta´ abusando del lenguaje, pues un an˜o consiste de 12 meses, y en cada mes se podr´ıa observar
una categor´ıa diferente. En este sentido, es necesario considerar el sentido que tiene la frase “en el n−e´simo
an˜o la persona tuvo la tripleta (cn, en, an)”. Una alternativa es considerar que (Xn, Yn, Zn) = (cn, en, an)
representa que al inicio del an˜o n, la persona se encontraba en esa tripleta, y asumir que no existen cambios
de categor´ıa, edad y antigu¨edad a lo largo del an˜o. Otra opcio´n ser´ıa pensar que (Xn, Yn, Zn) = (cn, en, an)
significa que la categor´ıa fue cn, la edad en y la antigu¨edad an, en al menos un mes del n−e´simo an˜o.
4Recuerde si sale del sistema entonces no puede tener ninguna categor´ıa dentro del sistema, y si entra al sistema no podr´ıa
tener la categoria que significa estar afuera del sistema.
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• Asuma que la transicio´n entre las categor´ıas {C(1), . . . , C(NC)} (dado el grupo de edad y de antigu¨edad)
dentro de un mismo an˜o es una cadena de Markov en escala “mensual”. Es decir, sea X˜m la variable
que representa el estado de categor´ıa en que se encuentra en el m−e´simo mes, y sea la probabilidad
PE0,A0 [·] = P[ · | Y0 ∈ E0, Z0 ∈ A0], entonces,
PE0,A0
[
X˜m = c˜m
∣∣∣ X˜m−1 = c˜m−1, . . . , X˜0 = c˜0 ] = PE0,A0 [X˜m = c˜m ∣∣∣ X˜m−1 = c˜m−1 ] .
• Como los aumentos de edad y antigu¨edad suceden en enero de cada an˜o, de manera que la probabilidad
de cambiar de categor´ıa mensualmente es la misma durante todo el an˜o, i.e., la cadena X˜m es homoge´nea
para 1 ≤ m ≤ 12. Denote
P˜E0,A0
(
c˜0, c˜1
)
:= P
[
X˜1 = c˜1
∣∣∣ X˜0 = c˜0, Y0 ∈ E0, Z0 ∈ A0 ] ,
la probabilidad de transicio´n mensual entre categor´ıas, dado los grupos de edad E0 y antigu¨edad A0.
• Sea Ti el tiempo de parada donde se alcanza por primera vez la categor´ıa C(i) dentro de un an˜o
determinado, con funcio´n de masa de probabilidad p
(i)
t = P[Ti = t]. Como la tripleta (Xn, Yn, Zn)
representa el estado de categor´ıa, edad y antigu¨edad en el n−e´simo an˜o, y de e´stos solo la categor´ıa
cambia dentro de un mismo an˜o, definimos la siguiente relacio´n, con c1 = C
(i),
PE0,A0
(
c0, c1
)
:= ETi
[
PE0,A0
[
X˜Ti = c˜1
∣∣∣ X˜0 = c˜0, T ]]
=
12∑
t=1
PE0,A0
[
X˜t = c˜1
∣∣∣ X˜0 = c˜0 ] · p(i)t .
Au´n ma´s, aplicando la propiedad de Markov junto con el Lema 3 (dado que ∪c˜i∈C{X˜i = c˜i} = Ω)
iteradamente, con la convencio´n de que ct = c1,
PE0,A0
(
c0, c1
)
=
12∑
t=1
PE0,A0
[
X˜t = c˜1
∣∣∣ X˜0 = c˜0 ] · p(i)t
=
12∑
t=1
∑
c˜1,...,c˜t−1∈C
t∏
l=1
PE0,A0
[
X˜l = c˜l
∣∣∣ X˜l−1 = c˜l−1 ] · p(i)t
=
12∑
t=1
∑
c˜1,...,c˜t−1∈C
t∏
l=1
P˜E0,A0
(
c˜l, c˜l−1
) · p(i)t . (2)
Este te´rmino se sustituir´ıa en (1), para calcular las probabilidades de transicio´n.
Este tipo de herramienta se torna u´til cuando se poseen pocos datos anuales, y se requieren utilizar datos
mensuales para incrementar las observaciones y mejorar la convergencia de los estimadores de los para´metros
del modelo.
3.3 Distribucio´n de (Xn, Yn, Zn)
Se define la distribucio´n inicial pic0,e0,a0 , para una tripleta (c0, e0, a0) ∈ C ×E ×A, como la probabilidad de
que un individuo tenga categor´ıa c0, edad e0 y antigu¨edad a0 en el an˜o inicial.
Proposicio´n 1. La probabilidad de que una persona, despue´s de un an˜o, se encuentre en el estado (c1, e1, a1) ∈
C × E × A, es decir, que al an˜o siguiente un individuo tenga e1 an˜os de edad, con antigu¨edad a1 y en la
categor´ıa c1, vendr´ıa dado por
P
[
(X1, Y1, Z1) = (c1, e1, a1)
]
=
∑
c0∈C
(
PEe1−1,Aa1−δc1
(
c0, c1
))δc1 ·QEe1−1,Aa1−δc1 ,c0(δc1) · pic0,e1−1,a1−δc1
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donde Ee ∈
{
E(0), E(1), E(2), E(3), E(4)
}
y Aa ∈
{
A(1), A(2), A(3), A(4)
}
son tales que e ∈ Ee y a ∈ Aa, y con
δc1 =
{
1 si c1 6= C(0)
0 si c1 = C
(0)
.
Demostracio´n. Como
⋃
c0∈C,e0∈E,a0∈A
{
(X0, Y0, Z0) = (c0, e0, a0)
}
= Ω, entonces
P
[
(X1, Y1, Z1) = (c1, e1, a1)
]
= P
{(X1, Y1, Z1) = (c1, e1, a1)}⋂ ⋃
c0∈C,e0∈E,a0∈A
{
(X0, Y0, Z0) = (c0, e0, a0)
}
=
∑
c0∈C,e0∈E,a0∈A
P
[
(X1, Y1, Z1) = (c1, e1, a1)
∣∣ (X0, Y0, Z0) = (c0, e0, a0)] · P[(X0, Y0, Z0) = (c0, e0, a0)]
=
∑
c0∈C,e0∈E,a0∈A
P
[
(X1, Y1, Z1) = (c1, e1, a1)
∣∣ (X0, Y0, Z0) = (c0, e0, a0)] · 1{e1=e0+1} · pic0,e0,a0
=
∑
c0∈C,a0∈{a1−1,a1}
P
[
(X1, Y1, Z1) = (c1, e1, a1)
∣∣ (X0, Y0, Z0) = (c0, e0, a0)] · pic0,e1−1,a0
=

∑
c0∈C Q
Ee1−1,Aa1 ,c0(0) · pic0,e1−1,a1 si c1 = C(0)
∑
c0∈C P
Ee1−1,Aa1−1
(
c0, c1
) ·QEe1−1,Aa1−1,c0(1) · pic0,e1−1,a1−1 si c1 6= C(0)
Teorema 1. La probabilidad de que una persona se encuentre en el estado (cn, en, an) ∈ C × E × A en el
an˜o n, es decir, que en n an˜os un individuo tenga en an˜os de edad, con antigu¨edad an y en la categor´ıa cn,
vendr´ıa dado por
P
[
(Xn, Yn, Zn) = (cn, en, an)
]
=
∑
c0,c1,...,cn−1∈C
n∏
r=1
(
P
Een−r,Aan−
∑r
l=1
δcn+1−l
(
cn−r, cn+1−r
))δcn+1−r ·QEen−r,Aan−∑rl=1 δcn+1−l ,cn−r (δcn+1−r )
× pic0,en−n,an−∑n−1l=0 δcl+1 .
Demostracio´n. Se probara´ por induccio´n:
El caso n = 1 es la Proposicio´n 1.
Asuma que se cumple para n− 1, y se probara´ para n. Repitiendo los pasos de la prueba de la Proposicio´n
1, pero tomando n en lugar de 1 y n− 1 en lugar de 0, se obtiene,
P
[
(Xn, Yn, Zn) =(cn, en, an)
]
(3)
=
∑
cn−1∈C
(
PEen−1,Aan−δcn
(
cn−1, cn
))δcn ·QEen−1,Aan−δcn ,cn−1(δcn)
× P[(Xn−1, Yn−1, Zn−1) = (cn−1, en − 1, an − δcn)].
Por hipo´tesis de induccio´n,
P
[
(Xn−1, Yn−1, Zn−1) = (cn−1, en−1, an−1)
]
(4)
=
∑
c0,c1,...,cn−2∈C
n−1∏
r=1
(
P
Een−1−r,Aan−1−
∑r
l=1
δcn−l
(
cn−1−r, cn−r
))δcn−r ·QEen−1−r,Aan−1−∑rl=1 δcn−l ,cn−1−r (δcn−r )
× pic0,en−1−(n−1),an−1−∑n−2l=0 δcl+1
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Se sustituye 4 en 3, tomando en cuenta que en−1 = en − 1 y an−1 = an − δcn , y pasando el ı´ndice a r − 1,
se concluye que
P
[
(Xn, Yn, Zn) = (cn, en, an)
]
=
∑
cn−1∈C
(
PEen−1,Aan−δcn
(
cn−1, cn
))δcn ·QEen−1,Aan−δcn ,cn−1(δcn)
×
∑
c0,c1,...,cn−2∈C
n∏
r=2
(
P
Een−r,Aan−
∑r
l=1
δcn+1−l
(
cn−r, cn+1−r
))δcn+1−r ·QEen−r,Aan−∑rl=1 δcn+1−l ,cn−r (δcn+1−r )
× pic0,en−n,an−∑n−1l=0 δcl+1
=
∑
c0,c1,...,cn−1∈C
n∏
r=1
(
P
Een−r,Aan−
∑r
l=1
δcn+1−l
(
cn−r, cn+1−r
))δcn+1−r ·QEen−r,Aan−∑rl=1 δcn+1−l ,cn−r (δcn+1−r )
× pic0,en−n,an−∑n−1l=0 δcl+1 .
Corolario 1. La probabilidad de que una persona, en el an˜o n, se encuentre en la categor´ıa cn, dentro
de los rangos de “edad” y “antigu¨edad”, En ∈
{
E(0), E(1), E(2), E(3), E(4)
}
y An ∈
{
A(1), A(2), A(3), A(4)
}
,
respectivamente, ser´ıa
P [(Xn, Yn, Zn) ∈ {cn} × En ×An] =
∑
en∈En
an∈An
P [(Xn, Yn, Zn) = (cn, en, an)]
Corolario 2. De una poblacio´n inicial I0, la cantidad esperada de personas E
[
Icn,En,Ann
]
, en la cate-
gor´ıa cn ∈ C, dentro de los rangos de edad En ∈
{
E(0), E(1), E(2), E(3), E(4)
}
y de antigu¨edad An ∈{
A(1), A(2), A(3), A(4)
}
, para el n−e´simo an˜o ser´ıa
E
[
Icn,En,Ann
]
= I0 · P
[
(Xn, Yn, Zn) ∈ {cn} × En ×An
]
.
3.4 Distribucio´n de las Caracter´ısticas
Sea (W1,W2, . . . ,WNS ) el vector aleatorio de caracter´ısticas.
Hipo´tesis: Asumimos el vector aleatorio (W1,W2, . . . ,WNS ) es estacionario, por lo que podemos consi-
derarlo independiente del tiempo. Au´n ma´s, se asume que, para {c0} × E0 ×A0 ⊂ C × E ×A,
P
[
Wi = S
ji
i , i = 1, . . . , NS
/
(Xn, Yn, Zn) ∈ {c0} × E0 ×A0
]
= P
[
Wi = S
ji
i , i = 1, . . . , NS
/
(X0, Y0, Z0) ∈ {c0} × E0 ×A0
]
Defina la probabilidad estacionaria de la distribucio´n de la poblacio´n respecto a las caracter´ısticas, como
Rc0,E0,A0
(
Sj11 , . . . , S
jNS
NS
)
:= P
[
Wi = S
ji
i , i = 1, . . . , NS
/
(X0, Y0, Z0) ∈ {c0} × E0 ×A0
]
(5)
Corolario 3. De una poblacio´n inicial I0, la cantidad esperada de personas E
[
Icn,En,Ann
(
Sj11 , . . . , S
jNS
NS
)]
,
en la categor´ıa cn ∈ C, dentro de los rangos de edad y antigu¨edad, En ∈
{
E(0), E(1), E(2), E(3), E(4)
}
y
An ∈
{
A(1), A(2), A(3), A(4)
}
, respectivamente, para el n−e´simo an˜o, y con las caracter´ısticas S(ji)i , para
i = 1, . . . , NS, ser´ıa
E
[
Icn,En,Ann
(
Sj11 , . . . , S
jNS
NS
)]
= I0 ·Rcn,En,An
(
Sj11 , . . . , S
jNS
NS
) · P[(Xn, Yn, Zn) ∈ {cn} × En ×An].
9
4 Ajuste del Modelo
Se considera una base histo´rica donde cada individuo es registrado mes a mes, con su categor´ıa, su edad,
y su antigu¨edad; as´ı como las caracetr´ısticas del mismo. Se trabajara´ el escenario de ajuste con categor´ıas
mensual, puesto que es ma´s probable que falten datos a que sobren, sin embargo, el ajuste con datos anuales
se sigue de manera sencilla. Adema´s, se asume que solo se tiene informacio´n de los individuos dentro del
sistema, mientras que la informacio´n de las personas fuera del sistema no se posee.
4.1 Poblacio´n Total/Reserva
Se toma una poblacio´n total de I0 personas,
5 distribuidas de la siguiente manera:
• NC(r),e,am es la cantidad de personas que en el mes m se encontraban en la categor´ıa C(r), con e an˜os
de edad, y a an˜os de antigu¨edad, para r = 1, . . . , NC , y e ∈ E, a ∈ A.
• Se asume que existen Ne personas de edad e ∈ [El, Eu], es decir, hay NEl personas con edad El an˜os,
NEl+1 personas con edad El + 1 an˜os, y as´ı sucesivamente hasta llegar a NEu personas con edad Eu
an˜os. De este modo, el nu´mero de personas con edad e an˜os que esta´n en la categor´ıa C(0) durante el
mes m ser´ıan
NC
(0),e
m = Ne −
NC∑
r=1
∑
a∈A
NC
(r),e,a
m .
• Esta poblacio´n “reserva” de e an˜os de edad, que se encuentra en la categor´ıa C(0), se asume uniforme-
mente distribuida entre antigu¨edades, es decir, se divide la poblacio´n NC
(0),e
m en partes iguales, y dicha
cantidad corresponder´ıa a NC
(0),e,a
m para los valores de a posibles dada la edad e. Por el contrario,
NC
(0),e,a
m = 0 para las antigu¨edades a que son imposibles con la edad e.
4.2 Distribucio´n Inicial
Sea M el conjunto de meses observados, donde m = 0 para el u´ltimo mes observado, m = −1 para el
penu´ltimo mes observado, y as´ı sucesivamente, hasta llegar a m = −M que corresponder´ıa al mes ma´s
antiguo observado. Se emplea la contabilizacio´n anterior, tomando NC
(r),e,a
0 como el nu´mero promedio de
personas en la categor´ıa C(r), con e an˜os de edad, y a an˜os de antigu¨edad, definido por
NC
(r),e,a
0 =
1
12
0∑
m=−11
NC
(r),e,a
m .
El promedio empleado es sobre el u´ltimo an˜o observado, el cual es la base para la proyeccio´n, pero puede
hacerse para ma´s periodos.
Se toma la distribucio´n inicial de la poblacio´n como
pic0,e0,a0 =
N c0,e0,a00
I0
=
Poblacio´n de categor´ıa c0, edad e0, y antigu¨edad a0
Poblacio´n Total
,
para una tripleta (c0, e0, a0) ∈ C × E ×A.
5Se puede tomar como la PEA para un fondo de pensiones como el IVM, o como un nu´mero definido en el caso de una
institucio´n que no posee un nu´mero representativo de la PEA.
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4.3 Probabilidades de Transicio´n Mensual
Para el m−e´simo mes, tome
NC
(r),E(i),A(k)
m =
∑
e∈E(i),a∈A(k)
NC
(r),e,a
m ,
como el nu´mero total de personas que estaban en la categor´ıa C(r), con edad y antigu¨edad en los rangos E(i)
y A(k), respectivamente, en el mes m.
Por otro lado, sea NE
(i),A(k)
m
(
C(r), C(l)
)
, el nu´mero de personas con edad y antigu¨edad en los rangos E(i)
y A(k), respectivamente, que se encontraba en el mes m en la categor´ıa C(r), despue´s de un mes (en el mes
m+ 1), se encontraba en la categor´ıa C(l).
La probabilidad de transicio´n mensual del m−e´simo me´s estar´ıa dada por6
P˜E
(i),A(k)
m
(
C(r), C(l)
)
=
NE
(i),A(k)
m
(
C(r), C(l)
)
NC
(r),E(i),A(k)
m −NE(i),A(k)m
(
C(r), C(0)
) .
El estimador de esta probabilidad ser´ıa
P˜E
(i),A(k)
(
C(r), C(l)
)
=
1
|M|
∑
m∈M
P˜E
(i),A(k)
m
(
C(r), C(l)
)
,
donde |M| es el nu´mero de elementos que tiene M. Adema´s, segu´n Zucchini [4, p. 21], para una cadena de
Markov este es un estimador insesgado de las probabilidades de transicio´n.
4.4 Probabilidades de Transicio´n Anual
Una vez estimadas las probabilidades de transicio´n mensuales, se obtienen las anuales con la fo´rmula (2)
PE
(i),A(k)
(
C(r), C(l)
)
=
12∑
t=1
∑
c˜1,...,c˜t−1∈C
t∏
k=1
P˜E
(i),A(k)
(
c˜k, c˜k−1
) · p(i)t ,
con c˜0 = C
(r) y c˜t = C
(l).
4.5 Probabilidades de Ingreso al Sistema
Sea N el conjunto de an˜os observados. NE(i),A(k),C(r)n (1) el nu´mero de personas de la categor´ıa C(r), con
edad y antigu¨edad en los rangos E(i) y A(k), respectivamente, que en el n−e´simo an˜o fueron contratados, y
NE
(i),A(k),C(r)
n (0) aquellos con las mismas caracter´ısticas que no lo fueron.
Las probabilidades de ingreso al sistema del n−e´simo an˜o estar´ıan dads por
QE
(i),A(k),C(r)
n (l) =
NE
(i),A(k),C(r)
n (l)
NE
(i),A(k),C(r)
n (0) +N
E(i),A(k),C(r)
n (1)
.
El estimador de esta probabilidad ser´ıa
QE
(i),A(k),C(r)(l) =
1
|N |
∑
n∈N
QE
(i),A(k),C(r)
n (l).
6Observe que se resta del denominador el nu´mero de personas que llegaron a C(0), esto debido a que las transiciones se
cuentan solamente para aquellos movimientos dentro del sistema. Sin embargo, no hay restriccio´n en que la persona pase de
C(0) a una categor´ıa dentro del sistema.
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4.5.1 Distribucio´n de la Poblacio´n por Caracter´ısticas
Tomamos el dato NC
(r),E(i),A(k)
m del nu´mero total de personas que en el m−e´simo mes pertenec´ıan a la
categor´ıa C(r), dentro del grupo de edad E(i) y rango de antigu¨edad A(k). De este grupo, obtenga el nu´mero
NC
(r),E(i),A(k)
m (S
j1
1 , . . . , S
jNS
NS
) de personas que ten´ıan las caracter´ısticas salariales (Sj11 , . . . , S
jNS
NS
), durante el
mes m. Utilizando la fo´rmula (5),
RC
(r),E(i),A(k)
m
(
Sj11 , . . . , S
jNS
NS
)
=
NC
(r),E(i),A(k)
m
(
Sj11 , . . . , S
jNS
NS
)
NC
(r),E(i),A(k)
m
.
El estimador de esta probabilidad ser´ıa
RC
(r),E(i),A(k)
(
Sj11 , . . . , S
jNS
NS
)
=
1
|M|
∑
m∈M
RC
(r),E(i),A(k)
m
(
Sj11 , . . . , S
jNS
NS
)
.
5 Simulacio´n de Montecarlo
Se desea proyectar la poblacio´n utilizando una simulacio´n de Montecarlo. Defina
Pnr,i,k := P
[
(Xn, Yn, Zn) ∈ {C(r)} × E(i) ×A(k)
]
; y Rr,i,kj1,...,jNS
:= RC
(r),E(i),A(k)
(
Sj11 , . . . , S
jNS
NS
)
.
Luego, defina: V n,i,r,kj1,...,jNS
:= Pnr,i,kR
r,i,k
j1,...,jNS
Que representa la probabilidad de que una persona este´ en la {NS + 3}-tupla dada por: i, r, k, j1, . . . , jNS
en el an˜o n, por definicio´n de probabilidad condicional.
5.1 Algoritmo
Suponga que se van a proyectar N an˜os, utilizando la te´cnica de Montecarlo con 10.000 iteraciones por an˜o.
Pseudoco´digo:
• Recibe: Probabilidades V n,i,r,kj1,...,jNS , y la poblacio´n inicial I0
• Inicie IC(r),E(i),A(k)1
(
Sj11 , . . . , S
jNS
NS
)
= 0, . . . , IC
(r),E(i),A(k)
N
(
Sj11 , . . . , S
jNS
NS
)
= 0, para todo r, i, k, j1, . . . , jNS .
• Para n = 1, . . . N (proyeccio´n para N an˜os) genere el siguiente vector aleatorio{
IC
(r),E(i),A(k)
n
(
Sj11 , . . . , S
jNS
NS
)}
i,r,k,j1,...,jNS
∼Multinom(I0; {V n,i,r,kj1,...,jNS }i,r,k,j1,...,jNS ).
• Devuelve: La poblacio´n para cada categor´ıa, grupo de edad, rango de antigu¨edad, y cada an˜o en el
futuro, agregada y desagregada por caracter´ısticas, para los siguientes N an˜os.
Figura 1: Histograma de la Generacio´n (Rojo) Vs Probabilidad Estimadas (Negro)
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6 Ejemplo de Ca´lculo de Gastos por Remuneraciones
Se utilizaron los datos de planillas de una institucio´n pu´blica para los an˜os 2004-2015. Las proyecciones se
hara´n por un rango de 25 an˜os. Adema´s, se consideran los grupos de edad de la siguiente forma:
• Grupo E(0): Personas menores a 18 an˜os, considerados como potenciales empleados al cumplir 18 an˜os.
• Grupo E(1): Aquellas personas con edades entre los 18 an˜os y los 30 an˜os (no cumplidos).
• Grupo E(2): Individuos con edades entre los 30 an˜os y hasta los 40 an˜os (no cumplidos).
• Grupo E(3): Compuesto por personas con edades entre los 40 an˜os y los 50 an˜os (no cumplidos).
• Grupo E(4): Este grupo es considerado como el de las potenciales jubilaciones, pues esta´ integrados
por individuos con edades superiores a los 50 an˜os.
Del mismo modo, se consideran cuatro grupos de antigu¨edades (indicador de su ligamen con la institucio´n):
• Grupo A(1): Personas con menos de 15 an˜os de trabajar en la institucio´n (no necesariamente consecu-
tivos).
• Grupo A(2): Individuos que han trabajado para la entidad entre 15 y 30 an˜os (no necesariamente
consecutivos).
• Grupo A(3): Integrado por trabajadores que han laborado entre 30 y 45 an˜os (no necesariamente
consecutivos).
• Grupo A(4): Compuesto por personas con un nivel elevado de relacio´n con la institucio´n, habiendo
laborado por ma´s de 45 an˜os (no necesariamente consecutivos).
La tripleta, compuesta por categor´ıa, grupo de edad y antigu¨edad, utiliza las categor´ıas salariales dadas por:
C(1) = 11; C(2) = 12; C(3) = 13; C(4) = 14; C(5) = 21; C(6) = 22; C(7) = 23; C(8) = 24;
C(9) = 25; C(10) = 31; C(11) = 32; C(12) = 34; C(13) = 35; C(14) = 36; C(15) = 37; C(16) = 38;
C(17) = 41; C(18) = 42; C(19) = 43; C(20) = 44; C(21) = 45; C(22) = 47; C(23) = 48; C(24) = 49;
C(25) = 53; C(26) = 54; C(27) = 57; C(28) = 63; C(29) = 79; C(30) = 82; C(31) = 84; C(32) = 86;
C(33) = 87; C(34) = 88; C(35) = 89; C(36) = 90; C(37) = 91.
Por su parte, se consideraron como “caracter´ısticas” solamente las siguientes: anualidad, dedicacio´n exclusiva,
prohibicio´n, disponibilidad, re´gimen de pensiones, y jornada laboral. Esto por cuanto los gastos derivados de
los cuatro primeros representan el 90 % de los gastos en pluses salariales, el quinto se emplea para calcular el
correcto monto gastado por la universidad en aportes patronales a pensiones, as´ı como para poder efectuar
el respectivo analisis sobre el efecto del re´gimen sobre las jubilaciones, y el u´ltimo debido a que no todos
los empleados trabajan en jornadas de 40 horas semanales (algunos trabajan ma´s y otros trabajan menos
horas).
Para un trabajador de categor´ıa salarial C(i) (asociada un´ıvocamente a un salario base Wi segu´n la escala
salarial del segundo semestre del 2015), con jornada laboral J , y porcentajes7 de anualidad A, dedicacio´n
exclusiva DX, prohibicio´n P y disponibilidad D, se calcula el gasto anual en el an˜o N por concepto de sus
salarios sin garant´ıas sociales G con la siguiente fo´rmula:
G(N, J,Wi, A,DX,P,D)
=
J
40
·
[
6 ·Wi ·
(
(1 + 3, 88 %)(N−2016)+1/2 + (1 + 3, 88 %)N−2015
)]
· (1 +A+DX + P +D)
0.90
.
El primer te´rmino (J/40) nos indica el porcentaje del salario que recibe por la proporcio´n de horas que
trabaja respecto de la jornada completa. El segundo te´rmino nos contabiliza los 12 salarios base, tomando
7Estos porcentajes pueden ser 0 %.
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en cuenta que hay 6 salarios correspondientes a 2 · (N −2016) + 1 aumentos8 semestrales desde diciembre del
2015, y otros 6 salarios con (N − 2015) aumentos anuales desde diciembre del 2015. El u´ltimo te´rmino nos
presenta lo gastado por estos 12 salarios, ma´s su porcentaje de anualidad, dedicacio´n exclusiva, prohibicio´n,
y disponibilidad. Como estos no son todos los pluses salariales, y dado que la suma de los pluses que no
esta´n siendo considerados representan el 10 % de los gastos totales en salarios, se procede a normalizar el
monto calculado por el factor 10,90 , estimando as´ı el verdadero gasto anual para este trabajador.
Del mismo modo, para un trabajador con las caracter´ısticas anteriormente indicadas, aunado al porcentaje
de cotizacio´n de re´gimen de pensiones R, el porcentaje de salario escolar E, 14,25 % de garant´ıas sociales
(Seguro de Enfermedad y Maternidad, Ley de Proteccio´n al Trabajador, Banco Popular)9, 4,25 % para el
Fondo de Cesant´ıa y Asociaciones, 8,33 % de Aguinaldo, y 0,25 % por Riesgos de Trabajo del INS, se utiliza
la siguiente fo´rmula para estimar el gasto total anual GT en este empleado:
GT (N, J,Wi, A,DX,P,D,R,E)
= G(N, J,Wi, A,DX,P,D) · (1 + E) ·
(
(1 +R+ 14, 25 % + 4, 25 %) + 8, 33 %
) ∗ (1 + 0, 25 %).
Segu´n directiva presidencial, el salario escolar sera´ incrementado en tractos durante los an˜os 2016-2018 hasta
alcanzar el valor de un salario completo (como el aguinaldo). Esto fue tomado en cuenta, de modo que los
porcentajes que se utilizaron para E fueron de 8,19 % hasta el 2015, pasando a 8,23 % en el 2016, 8,28 % en
el 2017, y mantenie´ndose en un nivel de 8,33 % a partir del 2018. Por su parte, se utilizo´ un porcentaje de
aporte patronal de 6,75 % si el empleado esta´ en el llamado “Capitalizacio´n” (de JUPEMA), de 5 % si esta´
en el de “Reparto” (de JUPEMA), y se siguio´ el Transitorio XI de la CCSS para los empleados en el IVM,
es decir, se tomaron aportes patronales de 4.92 % en el 2014, de 5.08 % entre los an˜os 2015-2019, de 5.25 %
en el rango 2020-2024, de 5.42 % entre el 2025 y el 2029, de 5.58 % para el quinquenio 2030-2034, y de 5.75 %
a partir del 2035.
Se considera que los tiempos de parada Ti se distribuyen uniformemente, es decir, p
(i)
t =
1
12 para todo
i. Adema´s, las probabilidades de transicio´n se ponderaron por sus jornadas, de modo que cada trabajador
aporta a las transiciones dependiendo de las horas que laboran en la institucio´n.
Para medir la calidad del ajuste, as´ı como intentar cuantificar la certeza de sus proyecciones, se imple-
mento´ el me´todo conocido como “backtesting”, el cual consiste en utilizar los datos de los an˜os 2004-2013
para ajustar los para´metros, y contrastar los valores observados en los an˜os 2014-2015 contra los proyectados
por el modelo. Inicialmente notamos que las predicciones globales son bastante buenas, donde el gasto total
(de las cuentas descritas por este modelo) cuantificaron 64.215.040.730 colones en el 2014 y 70.044.868.080
colones en el 2015, mientras que lo esperado10 por el modelo rondaba los 64.149.862.676 colones para el 2014
y 69.262.303.902 colones para el 2015. Se estar´ıa contando con un error de 0,1 % en el 2014 y de 1,12 % para
el 2015.
Se comprueba que el nivel de prediccio´n del modelo respecto a los valores observados (tanto en nu´mero
de trabajadores como en colones gastado en sus salarios) es muy alta, validando la confiabilidad de las
conclusiones que de este modelo se deriven. Al final del documento (seccio´n de anexos) se presentan los
gra´ficos sobre poblacio´n observada versus esperada, as´ı como los gastos calculados contra los observados,
tanto para las tres categor´ıas ma´s importantes, as´ı como para los tres grupos de edad ma´s relevantes.
6.1 Conclusiones
Se comprobo´, con datos reales, co´mo el modelo logra ajustar y proyectar, de manera confiable, los valores
futuros tanto demogra´ficos como financieros. Adema´s, representa una herramienta u´til para trabajar el
problema de proyectar poblaciones para fondos de pensiones o para instituciones pu´blicas. El modelo presenta
8Considerados para efectos de este estudio como iguales a la inflacio´n esperada del 3,88 %.
9La institucio´n esta´ excenta de pagar IMAS, Asignaciones Familiares e INA.
10Nos referimos a la “Esperanza Matema´tica” de la proyeccio´n.
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un reto de programacio´n, pero una vez hecha esta inversio´n, el mismo posee suficiente flexibilidad como para
poder efectuar ana´lisis demogra´ficos (como poblaciones en v´ıas de jubilacio´n) as´ı como financieros (montos
cotizados por los trabajadores a lo largo de la proyeccio´n). Se pueden incluir comportamientos futuros, como
aumentos en probabilidades de transicio´n en ciertas categor´ıas, o aumentos/reducciones en pluses salariales.
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